“Voce poderia me dizer que caminho devo seguir?”

“Isso depende muito de onde voce quer chegar” - disse 0 Gato.
“Eu ndo me importo pra onde” - disse Alice.

“Entdo qualquer caminho serve” (Alice no pais das Maravilhas). J

Arvores

Paulo Ricardo Lishoa de Almeida




Arvores de busca hindria

Uma drvore de busca bindria de altura h suporta as operacoes buscar, excluir, minimo, ... com um custo 0(h).
Se h-»n, entdo uma drvore nao & melhor do que uma lista encadeada.

Uma drvore Red-Black (rubro-negra) mantém a drvore balanceada para que h = log,n.
Logo, s operacdes sao 0(h) = O(log,n) no pior caso.



Red-Black

Arvore de husca hindria com um bit extra por nodo.

Bit representa a cor do nodo: ou preto (black).



Propriedades

Todo nodo é vermelho ou preto;

A raiz é preta;

Toda folha é um sentinela preto;

Se um nodo é vermelho, ambos filhos sao pretos,

Todos caminhos simples (sem repeticao de nodos) de um nodo qualquer até suas folhas descendentes tém o
mesmo numero de nodos pretos.
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Altura Preta

Considere um caminho simples descendente entre um nodo x qualquer e uma folha.

A altura preta, denotada por bh(x), € o numero de nodos pretos entre X e a folha. 0 nodo x ndo é considerado no
caminho.

Pela propriedade 5, a altura preta da drvore serd a altura preta da raiz.



Ratacoes



Ratacoes




Ratacoes

Rotacdo para direita.
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Rotacao Esquerda

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)
entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

x.f

><‘<
o

f
= sentinela
e.pai = x
y.p = X.p
se X.p == sentinela
T.raiz =y

d = y.fe
e y.fe
y.f

senao
se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao
x.p.fd =y



Teste de Mesa

rotacaoEsquerda(T, x)

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)

entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

x.f
y.fe
z sentinela c
fe.pai = x

y.p = X.p

se X.p == sentinela
T.raiz =y
senao

se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao
x.p.fd =y
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o

fd =
e y.fe
y.




Teste de Mesa

rotacaoEsquerda(T, x)

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)

entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

x.f

o

]

><‘<

f

y.fe
z sentinela .
fe.pai = x

y.p = X.p

se X.p == sentinela
T.raiz =y
senao

se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao
x.p.fd =y

d =
e y.fe
y.




Teste de Mesa

rotacaoEsquerda(T, x)

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)

entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

o

X<

f

x.f
y.fe ]
# sentinela N
fe.pai = x

y.p = X.p

se X.p == sentinela
T.raiz =y
senao

se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao
x.p.fd =y

d =
e y.fe
y.




Teste de Mesa

rotacaoEsquerda(T, x)

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)

entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

><‘<
o

f

x.f
y.fe
z sentinela c
fe.pai = x |

d =
e y.fe
y.

Y.p = X.p

se X.p == sentinela
T.raiz =y
senao

se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao
x.p.fd =y




Teste de Mesa

rotacaoEsquerda(T, x)

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)

entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

><‘<
o

fd =
e y.fe
y.

x.f
y.fe
z sentinela .
fe.pai = x
]

y.p = X.p

S€ X.p == sentinela
T.raiz =y
senao

se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao
x.p.fd =y




Teste de Mesa

rotacaoEsquerda(T, x)

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)

entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

x.f
y.fe
z sentinela .
fe.pai = x

y.p = X.p

se X.p == sentinela
T.raiz =y
senao

se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao

><‘<
o

fd =
e y.fe
y.

x.p.fd =y |




Teste de Mesa

rotacaoEsquerda(T, x)

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)
entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

x.f

><‘<
o

f
z sentinela
e.pai = x
y.p = X.p

se X.p == sentinela
T.raiz =y
senao

d = y.fe
e y.fe
y.f

se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao
x.p.fd =y

y.fe = x ]
Xp =y A A




Teste de Mesa

rotacaoEsquerda(T, x)

funcdo rotacaoEsquerda(T, x)
entrada: nodo x a ser rotacionado e a arvore T
saida: o nodo x é rotacionado a esquerda.

x.f

><‘<
o

f
z sentinela
e.pai = x
y.p = X.p

se X.p == sentinela
T.raiz =y
senao

d = y.fe
e y.fe
y.f

se x == x.p.fe
x.p.fe =y
senao
x.p.fd =y

y.fe = x
X.p =y | A A




Ratacdo Direita

Rotacao direita & simétrica a ratagdo esquerda.



Insercao

Na insercao:

1. Insere-se o nodo normalmente, como em uma drvore de busca bindria;
a. 0 nodoinserido é vermelho;

0. (hamar redBlackInsertFixup Para COrTigir a drvore,
a.  Mudar colorac0es e efetuar rotacaes.



|nserg a-D funcao redBlackinsert(t, c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na &arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x = sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
funcao CriarNodo(c) cendo xTe
entrada: chave ¢ x = x.fd
saida: nodo z para ser inserido na arvore z.p=y
red-black. se y == sentinela
T.raiz = z
z.chave = c senao
z.fe = sentinela se z.chave < y.chave
z.fd = sentinela y.fe = z
z.cor = vermelho senao
y.fd = z
retorne z redBlackInsertFixup(T, z)



redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

[z = criarNodo(c) ]
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

[

z = criarNodo(c)
Xx = T.raiz ]
y = sentinela
enquanto x = sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
Z.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)

y Sentinela




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y = X ]
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe )
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y = X ]
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)

xly




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
( x = x.fd )
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)
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redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x = sentinela
y = X ]
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe )
RER)
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y = X ]
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe )
RER)
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)
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redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
z.p =y J
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z )
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)




redBlackInsert(T, 4)

funcao redBlackinsert(t,c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y =X
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
zZ.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

( redBlackInsertFixup(T,z) 2?7 )




Insercao

Apos a inser¢ao, quais propriedades podem ter
Sido quebradas?

Ul s NNy

Todo nodo é vermelho ou preto;

A raiz é preta;

Toda folha é um sentinela preto;

Se um nodo é vermelho, ambos filhos sao pretos,
Todos caminhos simples (sem repeticao de nodos) de
um nodo qualquer até suas folhas descendentes tém
W ES N E ORI E

funcao redBlackinsert(t, c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na arvore red-black de
forma a manter as propriedades da arvore.

z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
y = X
se z.chave < x.chave
x = x.fe
senao
x = x.fd
Z.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)



mserg a-D funcao redBlackinsert(t, c)

entrada: chave ¢ a ser inserida na arvore T
saida: z é inserido na &arvore red-black de

Apésa|nsm1a0,qua5[Hopnedadespodanter forma a manter as propriedades da arvore.
Sido quebradas? z = criarNodo(c)
x = T.raiz
y = sentinela
enquanto x # sentinela
- . y = X
C. AFMZE[NEH, se z.chave < x.chave
x = x.fe
, _ senao
4. Se um nodo é vermelho, amhos filhos sao pretos; x = x.fd
Z.p =Yy
se y == sentinela
T.raiz = z
senao
se z.chave < y.chave
y.fe = z
senao
y.fd = z

redBlackInsertFixup(T, z)
S



funcao redBlackinsertFixup(t, z)
entrada: nodo z inserido na arvore T

F:l)(lj saida: a arvore é modificada de forma a manter as propriedades da
[) red-black.
enquanto z.pai.cor == vermelho
se z.pai == z.pai.pai.fe //o pai era um filho esquerdo?
y = z.pai.pai.fd //y é o tio de z
se y.cor == vermelho //o tio e o pai eram vermelhos?
z.pai.cor = preto
y.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
z = z.pai.pai
senao
se z == z.pai.fd
z = z.pai

rotacaoEsquerda(T, z)
z.pai.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
rotacaoDireita(T,z.pai.pai)
sendao //o pai era um filho direito?
//faz as operacgdes espelhadas do caso “se”
//por exemplo, troca rotagaoDireita por rotagaoEsquerda
//veja o algoritmo completo em Cormen et. al. (2022).
T.raiz.cor = preto



Exemplo

fungao redBlackinsertFixup(t, z)

enquanto z.pai.cor == vermelho
se z.pal == z.pai.pai.fe

y = z.pai.pai.fd
se y.cor == vermelho

z.pai.cor = preto
y.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
z = z.pai.pai
senao
se z == z.pai.fd
z = z.pai
rotacaoEsquerda(T, z)
z.pai.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
rotacaoDireita(T,z.pai.pai)
senao //o pai era um filho direito?
//faz as operagoes espelhadas do caso “se”
T.raiz.cor = preto




Exemplo

fungao redBlackinsertFixup(t, z)

(enquanto z.pai.cor == vermelho |
se z.pal == z.pai.pai.fe
y = z.pai.pai.fd
se y.cor == vermelho

z.pai.cor = preto
y.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
z = z.pai.pai
senao
se z == z.pai.fd
z = z.pai
rotacaoEsquerda(T, z)
z.pai.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
rotacaoDireita(T,z.pai.pai)
senao //o pai era um filho direito?
//faz as operagdes espelhadas do caso
T.raiz.cor = preto

"

se

n




Exemplo

fungao redBlackinsertFixup(t, z)

enquanto z.pai.cor == vermelho

( se z.pai == z.pai.pai.fe |
y = z.pai.pai.fd
se y.cor == vermelho

z.pai.cor = preto
y.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
z = z.pai.pai
senao
se z == z.pai.fd
z = z.pai
rotacaoEsquerda(T, z)
z.pai.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
rotacaoDireita(T,z.pai.pai)
senao //o pai era um filho direito?
//faz as operagoes espelhadas do caso “se”
T.raiz.cor = preto

pai era um filho
esquerdo?




Exemplo

fungao redBlackinsertFixup(t, z)

enquanto z.pai.cor == vermelho
se z.pal == z.pai.pai.fe

y = z.pai.pai.fd ]
se y.cor == vermelho

z.pai.cor = preto
y.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
z = z.pai.pai
senao
se z == z.pai.fd
z = z.pai
rotacaoEsquerda(T, z)
z.pai.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
rotacaoDireita(T,z.pai.pai)
senao //o pai era um filho direito?
//faz as operagdes espelhadas do caso
T.raiz.cor = preto
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Exemplo

fungao redBlackinsertFixup(t, z)

enquanto z.pai.cor == vermelho
se z.pal == z.pai.pai.fe
y = z.pai.pai.fd
se y.cor == vermelho |

z.pai.cor = preto
y.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
z = z.pai.pai
senao
se z == z.pai.fd
z = z.pai
rotacaoEsquerda(T, z)
z.pai.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
rotacaoDireita(T,z.pai.pai)
senao //o pai era um filho direito?
//faz as operagdes espelhadas do caso
T.raiz.cor = preto

"

se

n
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Exemplo

fungao redBlackinsertFixup(t, z)

enquanto z.pai.cor == vermelho
se z.pal == z.pai.pai.fe

y = z.pai.pai.fd
se y.cor == vermelho

z.pai.cor = preto ]

y.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
z = z.pai.pai
senao
se z == z.pai.fd
z = z.pai
rotacaoEsquerda(T, z)
z.pai.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
rotacaoDireita(T,z.pai.pai)
senao //o pai era um filho direito?
//faz as operagdes espelhadas do caso
T.raiz.cor = preto

"

se

n
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Exemplo ()
fungao redBlackinsertFixup(t, z) e 0

enquanto z.pai.cor == vermelho

se z.pal == z.pai.pai.fe
y = z.pai.pai.fd
se y.cor == vermelho

z.pai.cor = preto
y.cor = preto ] y
Z.pal.pai.cor = vermelho

z = z.pai.pai
senao
se z == z.pai.fd
z = z.pai
rotacaoEsquerda(T, z)
z.pai.cor = preto
z.pai.pai.cor = vermelho
rotacaoDireita(T,z.pai.pai)
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Formalismo

Um pouco de formalismo:

Vamos mostrar que uma red-black com n nodos internos tem uma altura de no maximo Zlog,(n+1).



Formalismo

Prova que toda subdrvore com raiz em um nodo x possui pelo menos 2 -1 nodos internos, onde bh(x) é a altura
preta de x.

Prova por inducdo na altura de x.



Formalismo

o Seaaltura de x é zero, entdo x & um sentinela (folha), e a arvore de fato possui 2% -1 = 2% -1 = 0 nodos
internos.

[ Sentinela ]
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internos.
e (onsidere um nodo interno x com altura positiva.
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e (onsidere um nodo interno x com altura positiva.
o Seum filho de x é preto, entdo ele contribui I para a altura preta de x, mas ndo contribui para sua propria altura preta.

y contribui com 1 para
a altura preta de x.
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o Seaaltura de x é zero, entdo x & um sentinela (folha), e a arvore de fato possui 2% -1 = 2% -1 = 0 nodos
internos.

e (onsidere um nodo interno x com altura positiva.

o Seum filho de x é preto, entdo ele contribui I para a altura preta de x, mas ndo contribui para sua propria altura preta.
o Seum filho de x & vermelho, entdo ele nao contribui I altura preta de x, nem para sua propria altura preta.

y contribui com 1 para

a altura preta de x. Nao contribui.
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e Seaaltura de x é zero, entdo x é um sentinela (folha), e a arvore de fato possui 2% -1 = 2% -1 = 0 nodos
internos.
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o Seum filho de x & vermelho, entdo ele nao contribui I altura preta de x, nem para sua propria altura preta.
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o Dbh(x)-1 se for preto,
o bh(x) se for vermelho.



Formalismo

e Seaaltura de x é zero, entdo x é um sentinela (folha), e a arvore de fato possui 2% -1 = 2% -1 = 0 nodos
internos.

e (onsidere um nodo interno x com altura positiva.

o Seum filho de x é preto, entdo ele contribui I para a altura preta de x, mas ndo contribui para sua propria altura preta.
o Seum filho de x & vermelho, entdo ele nao contribui I altura preta de x, nem para sua propria altura preta.

e Lo0go, cada filho de x tem uma altura preta de:
o Dbh(x)-1 se for preto,
o bh(x) se for vermelho.

e Sabemos que a altura de qualquer filho de x & menor do que a altura de x. Logo, aplicando o passo da indugao,
cada filho deve ter 22 -] nodos internos.



Formalismo

o Dessa forma, a subarvore com raiz em x possui pelo menas (22" -1) (2@ -1) + I nodos internos,
completando a prova.
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o Dessa forma, a subarvore com raiz em x possui pelo menos[[Z”“(X)‘l -18{[2"”“‘1 —l}nodos internos,
completando a prova.
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e Seja haaltura da da drvore.

e Deacordo coma propriedade 4.

o Seum nodo é vermelho, ambos os filhos sao pretos.
o Logo, pelo menos metade dos nodos nodos devem ser pretos.
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e Deacordo coma propriedade 4.

o Seum nodo é vermelho, ambos os filhos sao pretos.
o Logo, pelo menos metade dos nodos nodos devem ser pretos.

e 090, aaltura preta da raiz deve ser pelo menos h/2, e assim:

n=he-]



Formalismo

e Seja haaltura da da drvore.

e Deacordo com a propriedade 4.

o Seum nodo é vermelho, ambos os filhos sao pretos.
o Logo, pelo menos metade dos nodos nodos devem ser pretos.

e 090, aaltura preta da raiz deve ser pelo menos h/2, e assim:
n=eve-1
e Assim:
n+1=z W
log,(n+1) = h/?
= 2|0g2(n +1) Veja essa prova em Cormen et. al. (2022).

ou seja, h = 0(log, n)

ALGORITHMS




Exercicios

1. Implemente os algoritmos discutidos em C.
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